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1 Uvod
Silosi su objekti kod kojih je postotak osˇtec´enja i rusˇenja
vrlo velik u odnosu na vec´inu konstrukcija u inzˇenjer-
skoj praksi — svake se godine u SAD-u i Kanadi osˇteti
ili srusˇi visˇe od 1 000 silosa za zrnati materijal [5].
Glavni je tome razlog nepostojanje zadovoljavajuc´ega
matematicˇkog modela gibanja zrnatih materijala u silo-
sima, sˇto je posljedica sljedec´ih tesˇkoc´a [7]: a) upro-
sjecˇivanje svojstava sadrzˇaja (kontinuum) utemeljeno na
statisticˇkim zakonima mnosˇtva ne mozˇe se provesti jer je
termicˇka energija zrnaˆ, nuzˇna za kaoticˇno gibanje, vrlo
mala; b) djelovanja su pri dodiru medu zrnima zbog tre-
nja i plasticˇnih deformacija izrazito disipativne prirode;
c) trenje i kohezija u silosu pri razmjerno slabom gravi-
tacijskom opterec´enju uzrokuju stvaranje tlacˇnih oblika
(lukova i svodova) koji onemoguc´uju jednoliko istjeca-
nje materijala; d) rezultati su eksperimenata nesigurni jer
mjerni uredaji remete gibanje materijala u podrucˇju mje-
renja. Problem je dodatno naglasˇen cˇinjenicom da omjer
pokretnog i stalnog tereta kod betonskih silosa iznosi oko
5, a kod cˇelicˇnih priblizˇno 10, sˇto premasˇuje uobicˇajene
vrijednosti u zgradarstvu ili mostogradnji.
Priblizˇna, relativno prihvatljiva rjesˇenja diferencijalnih
jednadzˇbi (ponajprije Janssen–Koenenove jednadzˇbe i
njezinih inacˇica) postoje za stanje punjenja ili mirovanja
materijala u silosu. Naime, pri punjenju je masa u giba-
nju mala u odnosu na masu sadrzˇaja (giba se samo tanki
sloj pri povrsˇini slozˇaja), a pojava je svodova zanemariva,
te su dinamicˇki utjecaji slabi. Zbog toga principi meha-
nike kontinuuma bez uvazˇavanja inercijalnih sila zadovo-
ljavaju.
Govorimo li, medutim, o stadiju prazˇnjenja ili o djelova-
nju potresa, ispravnije je napraviti analogiju izmedu zrna
i molekula u smislu termodinamicˇkih i hidrodinamicˇkih
teorija kontinuuma, koje imaju dobro definirane dife-
rencijalne jednadzˇbe gibanja. No, valja naglasiti da su
takvi pristupi utemeljeni na prosjecˇnim svojstvima flu-
ida (sˇto je moguc´e zbog stohasticˇkog gibanja molekula) i
elasticˇnim (nedisipativnim) djelovanjima medu moleku-
lama.
Dodusˇe, ako zrnati materijal tecˇe velikim brzinama, nje-
gova se fenomenolosˇka svojstva priblizˇavaju svojstvima
fluida. Kineticˇka energija zrna tada, zbog malog broja
sudara medu zrnima, dominira nad ostalim oblicima ener-
gije, posebice nad energetskim gubicima [8], te je ener-
gija zrna dovoljno velika za svladavanje energetskih ba-
rijera, tako da se tlacˇni oblici gotovo i ne stvaraju. Takvo
je gibanje zrnatog materijala dobro opisano jednadzˇbama
utemeljenim u termodinamicˇkim i hidrodinamicˇkim pris-
tupima (primjerice, razne inacˇice Navier–Stokesovih jed-
nadzˇbi), ali se nuzˇni uvjeti za njihovu primjenu (materijal
je dobro osusˇen i nalazi se u silosu glatkih stijenki — po-
put pjesˇcˇanog sata — ili je vanjsko opterec´enje dovoljno
veliko da osigura jednoliko istjecanje) rijetko ostvaruju
kod uobicˇajene uporabe silosa.
Naprotiv, uobicˇajeno stanje materijala unutar silosa obi-
ljezˇeno je nejednolikim, razmjerno sporim tecˇenjem is-
prekidanim cˇestom pojavom svodova. Broj je sudara cˇes-
tica velik, pa su i energetski gubici znacˇajni, sˇto vodi do
nestabilnosti pri rjesˇavanju prilagodenih jednadzˇbi meha-
nike fluida.
Autori propisa o opterec´enju silosa nalaze se stoga
pred tesˇkom zadac´om jer ne raspolazˇu znanstveno ute-
meljenim rjesˇenjima, vec´ se moraju oslanjati na em-
pirijske obrasce, nepouzdane eksperimentalne rezultate
i iskustva u primjeni prethodnih propisa. Njihovi se
popravci poglavito temelje na prijedlozima novih ili
povec´anju/smanjenju postojec´ih koeficijenata kojima se
mijenjaju oblik raspodjele i intenzitet opterec´enja. ˇCesto
se trazˇe nerealno velike/male vrijednosti nekih osobina
uskladisˇtenog materijala. Na taj se nacˇin postizˇu vec´i ko-
eficijenti sigurnosti kojima se zˇeli obuhvatiti slabo poz-
navanje stvarnog opterec´enja silosa. Zahvaljujuc´i du-
goj praksi, te su izmjene dobro
”
pogodene”, ali se ne
mozˇe sa sigurnosˇc´u tvrditi da u buduc´nosti nec´e biti
premasˇene/podbacˇene, kao i mnogo puta dosad.
Opisani su problemi glavni razlog velikih razlika u pro-
pisanim opterec´enjima ili preporukama strucˇnjaka. Prek-
lopimo li dijagrame horizontalnih pritisaka prema raznim
izvorima mogu se uocˇiti omjeri koji dosezˇu i vrijednost
cˇetiri [4]!
Iz analiticˇkih i eksperimentalnih nedoumica prvo su pro-
izasˇli pokusˇaji stvaranja analogija sa slicˇnim, bolje is-
trazˇenim problemima poput opterec´enja na potporne zi-
dove ili zidove spremnika za tekuc´ine. U posljednje se
vrijeme, snazˇnim razvojem racˇunala, razvijaju numericˇki
modeli diskontinuuma, posebice metoda diskretnih ele-
menata [3, 11].
Dvije osnovne sastavnice metode, primijenjene na mo-
del gibanja sadrzˇaja silosa, prikazane su sljedec´im odjelj-
cima: a) jednadzˇbe medudjelovanja zrnaˆ i b) numericˇka
integracija jednadzˇbi gibanja.
2 Model medudjelovanja: osnovne jednadzˇbe
Zrna su modelirana idealno glatkim kuglama razlicˇitih
polumjera s viskoelasticˇnim Kelvinovim (ili Voigtovim)
kontaktnim mehanizmom pri utiskivanju i Hookeovom
oprugom pri koheziji (slike 1.a i 1.b). Trenje medu zr-
nima te izmedu zrna i stijenki silosa je zanemareno, sˇto
je ozbiljan nedostatak, no bez snazˇnoga visˇeprocesorskog
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racˇunala moglo se razmatrati samo jednostavniji model
s translacijskim stupnjevima slobode. To je omoguc´ilo
analizu sustava s razmjerno velikim brojem (oko 22 000)
kugli; ipak, i uz to je pojednostavljenje proracˇun na Pen-
tium III racˇunalu (300 MHz CPU) trajao 405 dana.
Razlicˇiti polumjeri kugli, nuzˇni za smanjenje kristaliza-
cije [9], odredeni su izrazom
ri = rmin +(rmax− rmin)rnd(), (1)
gdje su rmax i rmin zadane granicˇne vrijednosti polumjera,
a rnd() oznaka za generator slucˇajnih brojeva s unifor-
mnom distribucijom na segmentu [0,1]. Trenutni je broj
kugli u sustavu n(t).
Jednadzˇbe gibanja sredisˇta i-te kugle (i = 1, . . . ,n(t)) u
vremenu t mogu se zapisati kao
u¨i(t) = M−1i fi(t)+g, (2)
gdje je u¨i(t) vektor ubrzanja sredisˇta, g = {0,0,g} vektor
gravitacijskog ubrzanja, a Mi = miI matrica masa. Tran-
slacijska masa kugle mi jednaka je umnosˇku gustoc´e ma-
terijala γi i volumena kugle.
Ukupni je vektor djelovanja fi(t) na kuglu i koja je u






fi, j(t)ni, j(t), (3)
gdje su sile medu kuglama modelirane paralelnom vezom
linearne opruge i viskoznog klipa (preklapanje, sl. 1.a),




ki, jδi, j(t)+ ci, j ˙δni, j(t) za δi, j(t) > 0,
ki, jδi, j(t) za δc ≤ δi, j(t)≤ 0
i dni, j(t) < 0,
0 inacˇe.
(4)
Najmanja udaljenost medu kuglama, odnosno njihovo
najvec´e preklapanje δi, j(t) odredeno je sa
δi, j(t) = ri + r j −|ui(t)−u j(t)|, (5)
gdje su ui(t) i u j(t) vektori polozˇaja sredisˇta kugli u glo-
balnom koordinatnom sustavu. Ako je δi, j(t) > 0, ku-
gle se preklapaju, ako je δc ≤ δi, j(t) ≤ 0, kugle su unu-
tar dosega kohezije, a ako je δi, j(t) < δc, one su izvan
podrucˇja medusobnih utjecaja. Naravno, preklapanje je
samo numericˇki model utiskivanja (gnjecˇenja) dviju ku-
gli pri kontaktu. Spomenimo da u ovom modelu tijekom
djelovanja kohezije nema gubitaka energije.
Vektori polozˇaja sredisˇta kugli odreduju i jedinicˇni vektor





|ui(t)−u j(t)| . (6)
Slika 1. Reolosˇki model medudjelovanja kugli: (a) prekla-
panje, (b) kohezija, (c) definicija vektoraˆ
Iznos relativne brzine na pravcu te spojnice odreden je
skalarnim produktom
˙δni, j(t) = u˙i, j(t) ·ni, j(t), (7)
gdje je u˙i, j(t) = u˙i(t)− u˙ j(t) relativna brzina medu ku-
glama, definirana kao razlika vektora brzina sredisˇta ku-
gli.
Dodatni je uvjet za pojavu kohezije odvajanje kugli
duzˇ spojnice sredisˇta. Skalarni produkt
dni, j(t) = u˙i, j(t) ·ui, j(t) (8)
daje smjer relativne brzine u odnosu na smjer spojnice te




> 0 priblizˇavanje duzˇ ni, j(t),
< 0 odvajanje duzˇ ni, j(t),
= 0 gibanje okomito na ni, j(t).
(9)
Za pojavu kohezije mora dakle biti ispunjen drugi uvjet.
Tangencijalna se komponenta ˙δti, j(t) relativne brzine za-
nemaruje zbog centricˇnog modela medudjelovanja. Svi
spomenuti vektori prikazani su na slici 1.c.





=− pN gmin(mi,m j)ki, j , (10)
gdje je Ncmax najvec´a sila kohezije definirana kao postotak
pN tezˇine laksˇe od dviju kugli. Odabrano je pN = 0,1.
Negativni predznak u (10) oznacˇava vlacˇnu silu. Na taj je
nacˇin onemoguc´eno
”
vjesˇanje” kugle o kuglu i odrzˇava-
nje kontakta velikom vlacˇnom silom koja ne postoji medu
stvarnim zrnima — naime, u slozˇaju prevladava prijenos
sila tlacˇnim medudjelovanjem.
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ki + k j
, ci, j =
cic j
ci + c j
; (11)
definirane su kao serijski spojevi krutosti (ki, k j) i vi-
skoznosti (ci, c j) pojedinih kugli. Spomenimo da su pos-
tupci ispitivanja i utvrdivanja konstanti medudjelovanja
(11) zbog malog dodirnog podrucˇja tek u zacˇetku (ekspe-
rimentalna mikromehanika).
Algoritam opisanog modela medudjelovanja prikazan je
pseudokoˆdom 1.
Model je stijenke silosa nacˇinjen od nepomicˇnih kugli,
slucˇajnih polumjera prema (1), koje se preklapaju. Na taj
se nacˇin dodatno umanjuje moguc´nost pravilnog slaganja
modela slozˇaja. Takav model takoder oponasˇa hrapavost
stijenke i geometrijske pogresˇke na njezinoj povrsˇini.
Time se u odsutnosti
”
skupog” modela trenja izmedu sti-
jenke i sadrzˇaja (odredenog koeficijentom trenja) nasto-
jalo simulirati barem geometrijske uzroke te pojave. Broj
je nepomicˇnih kugli u prilozˇenim algoritmima oznacˇen
sa nw.
Tijekom punjenja i, posebice, prazˇnjenja silosa kugle su
u stalnom gibanju. Broj kugli koje mogu utjecati na pro-
matranu kuglu, kao ni polozˇaji tih kugli (zbroj u (3)),
nisu stoga unaprijed poznati. U najjednostavnijem pris-
tupu ispitivanja moguc´ih medudjelovanja — svaka kugla
sa svakom (petlje po i i j u algoritmu 1.) — broj je po-
trebnih operacija proporcionalan sa n2(t), sˇto je za veliki
n(t) neprihvatljivo zbog velikog utrosˇka kompjutorskog
vremena. Algoritmi za rjesˇavanje ili barem djelomicˇno
ublazˇavanje tog problema pripadaju posebnoj skupini al-
goritama o kojima smo vodili racˇuna, ali o njima u ovom
cˇlanku nec´emo podrobnije govoriti [2, 12].
3 Faza slobodnog pada i pocˇetni uvjeti
Pomak i brzina promatrane kugle mogu se u trenutku nje-
zina prvog dodira s kuglama sadrzˇaja, odnosno na kraju
stadija slobodnog pada, odrediti analiticˇki: dodiruju li se
dvije kugle, s indeksima i i j, njihova sredisˇta moraju za-
dovoljiti sljedec´u nelinearnu algebarsku jednadzˇbu:
∣∣ui, j(t)
∣∣2 = (ri + r j)2, (12)
gdje su ri i r j polumjeri tih kugli. U trenutku prvog dodira
t0 koordinate sredisˇta padajuc´e kugle i su
xi(t0) = x0, yi(t0) = y0, zi(t0) = z0−hi(t0), (13)
gdje su x0 i y0 pocˇetne koordinate kugle u koordinatnoj
ravnini xy, a odredene su izrazima:
x0 = xmin +(xmax− xmin) rnd(),
y0 = ymin +(ymax− ymin) rnd(),
(14)
Algoritam 1. Proracˇun djelovanja medu kuglama
1: forces (n,g, pN ,k,c,m,x,y,z,r, x˙, y˙, z˙)→ [fx, fy, fz]
2: for i← 1 to n−1 do
3: for j← i+1 to n do
4: u←
√
(xi− x j)2 +(yi− y j)2 +(zi− z j)2
5: δ← ri + r j−u {razmak/preklop: (5)}
6: k← kik j/(ki + k j) {krutost: 1. jed. u (11)}
7: Ncmax ← pN g min(mi,m j) {najvec´a kohezija}
8: if δ> 0 then {preklapanje}
9: c← cic j/(ci + c j) {viskoznost: 2. jed. u (11)}
10: ˙δ← [(x˙i− x˙ j)(xi− x j)+(y˙i− y˙ j)(yi− y j)
+(z˙i− z˙ j)(zi− z j)]/u {(7)}
11: f ← kδ+ c˙δ {medudjelovanje: 1. jed. u (4)}
12: else if (−Ncmax/k)≤ δ≤ 0 then {kohezija}
13: d ← (x˙i− x˙ j)(xi− x j)+(y˙i− y˙ j)(yi− y j)
+(z˙i− z˙ j)(zi− z j) {(8)}
14: if d < 0 then {udaljavanje duzˇ normale}
15: f ← kδ {medudjelovanje: 2. jed. u (4)}
16: else {priblizˇavanje ili tangencijalno gibanje}
17: f ← 0 {medudjelovanje: 3. jed. u (4)}
18: end if
19: else {nema medudjelovanja}
20: f ← 0 {medudjelovanje: 3. jed. u (4)}
21: end if
22: fx ← f (xi− x j)/u; fy ← f (yi− y j)/u;
fz ← f (zi− z j)/u {medudjelovanje: (4)}
23: fxi ← fxi + fx; fyi ← fyi + fy;
fzi ← fzi + fz {sila na kuglu i: (3)}
24: fx j ← fx j− fx; fy j ← fy j− fy;
fz j ← fz j− fz {sila na kuglu j}
25: end for
26: end for
u kojima (xmin,ymin) i (xmax,ymax) oznacˇavaju koordinate
donjeg lijevog i gornjeg desnog kuta gornjeg otvora mo-
dela silosa. Nadalje, z0 je visina silosa, a hi(t0) rela-
tivna visina sredisˇta kugle u trenutku prvog udara o kuglu
slozˇaja, mjerena od vrha silosa. Uvrsˇtavanjem (13) u (12)
dobivamo kvadratnu jednadzˇbu
hi(t0)2 +2[z0− z j(t0)]hi(t0)+ |ui, j(t0)|2− (ri + r j)2 = 0, (15)
koja kao rjesˇenja daje moguc´e visine hi(t0) pri dodiru s
kuglom j sadrzˇaja. Ovisno o vrijednosti diskriminante
D(t0)  0, moguc´a su tri rjesˇenja prikazana na slici 2.a.
Pritom postoji nekoliko polozˇaja kugli od kojih neka ne-
maju fizikalno i/ili geometrijsko znacˇenje:
1. Ako je D(t0)> 0, postoje dva realna rjesˇenja, slika 2.b.
Samo je rjesˇenje blizˇe promatranoj kugli moguc´e, jer
prodiranje kugli bez medudjelovanja nije dopusˇteno.
2. Ako podrucˇje rjesˇenja sadrzˇi k(t0) moguc´ih susjeda,
mjerodavno je ono rjesˇenje koje je blizˇe promatranoj
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Slika 2. Moguc´a rjesˇenja prvog dodira medu kuglama: (a) podrucˇja rjesˇenja s oznakama, (b) dva realna rjesˇenja na istoj
kugli, (c) rjesˇenja na dvjema kuglama, (d) jedinstveno rjesˇenje medu kuglama, (e) nema realnog rjesˇenja medu
kuglama i i j, (f) nema rjesˇenja za kuglu i
3. Ako je D(t0) = 0, postoji jedno realno rjesˇenje s tan-
gencijalnim polozˇajem kugli, slika 2.d. Takav se do-
dir mozˇe ostvariti samo uz neizmjerno veliku vlacˇnu
(kohezijsku) silu. Ostali se oblici medudjelovanja ne
mogu ostvariti (δi, j(t0) = 0).
4. Ako je D(t0) < 0, kvadratna jednadzˇba nema realnih
rjesˇenja, sˇto znacˇi da kugla i ne mozˇe dodirnuti kuglu
j jer je izvan podrucˇja medudjelovanja, slika 2.e.
5. U slucˇaju da tijekom slobodnog pada kugla ne mozˇe
nac´i nijednog susjeda, ocˇito je da nije u silosu,
slika 2.f.
Opisani se algoritam, podrobnije prikazan pseudo-
koˆdom 2., mozˇe izvrsˇavati ako trenutni polozˇaj mo-
dela slozˇaja potpuno ne ispunjava silos. Dakle, povre-
meno treba
”
cˇekati” spusˇtanje/slijeganje sadrzˇaja, sˇto se
mozˇe utvrditi kontrolom najvec´e visine kugle, zmax(t), u
slozˇaju. Ima li dovoljno mjesta (zmax(t) < z0), nove se
kugle mogu spustiti u silos.
Kad pronademo relativnu visinu sredisˇta kugle u trenutku
prvog udara hi(t0), lako je utvrditi pocˇetne uvjete po-
trebne za metodu prediktor–korektor:
xi(t0) = x0, yi(t0) = y0, zi(t0) = z0−hi(t0),




Na pocˇetku punjenja, kad kugle imaju veliku pocˇetnu br-
zinu z˙i(t0), dolazi do intenzivnog gibanja sadrzˇaja. Takvo
stanje mozˇe uzrokovati numericˇku nestabilnost pa cˇesto
treba proracˇun zapocˇeti vrlo malim vremenskim kora-
cima. Iako nije fizikalno opravdana, druga je moguc´nost
prihvatiti z˙i(t0) = 0; kako kugla ima malu masu u odnosu
na masu sadrzˇaja, to ima mali utjecaj na iznos opterec´enja
a mozˇe stabilizirati metodu korak po korak.
Algoritam 2. Odredivanje pocˇetnih uvjeta
1: free fall (xmin,xmax,ymin,ymax,rmin,rmax,γ,kc,cc,z0,zmax,
n,x,y,z,r)→ [n,m,k,c,x,y,z,r, x˙, y˙, z˙]
2: while zmax < z0 do {silos nije pun}
3: x0 ← xmin +(xmax− xmin) rnd();
y0 ← ymin +(ymax− ymin) rnd() {nova kugla: (14)}
4: r0← rmin +(rmax−rmin) rnd() {polumjer kugle: (1)}
5: find← false {josˇ nema susjeda}
6: hmin ← z0 {pocˇetna visina}
7: for i← 1 to n do
8: b← 2(z0− zi)
9: c← (x0− xi)2 +(y0− yi)2 +(z0− zi)2− (r0 + ri)2
10: D← b2−4c {diskriminanta, uz a = 1}
11: if D > 0 then {novi dodir}
12: h← (−b+√D)/2 {blizˇe rjesˇenje}
13: if h < hmin then {visˇi susjed}
14: hmin ← h {nova najmanja visina}




19: if find≡ true then {kugla u dodiru sa sadrzˇajem}
20: n← n+1
21: xn ← x0; yn ← y0;
zn ← z0−hmin {pocˇetni polozˇaj: 1. redak u (16)}
22: x˙n ← 0; y˙n ← 0;
z˙n ←
√
2ghmin {pocˇetna brzina: 2. redak u (16)}
23: rn ← r0
24: mn ← γ4/3r3nπ {masa kugle}
25: zmax ←max(zmax,zn) {visina sadrzˇaja}
26: ki ← kc {krutost kugle}
27: ci ← cc {viskoznost kugle}
28: else
29: ’kugla izvan silosa’
30: end if
31: end while
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4 Integracija jednadzˇbi gibanja:
metoda prediktor–korektor
Sustav jednadzˇbi (2) priblizˇno opisuje geometrijski i ma-
terijalno nelinearan dinamicˇki problem. I uz pretpostavku
materijalne linearnosti, sile znacˇajno ovise o polozˇajima
kugli te se intenzivno mijenjaju u vremenu (4), tako da
geometrijska nelinearnost onemoguc´uje primjenu prin-
cipa superpozicije. Zbog toga za rjesˇavanje dinamicˇkog
sustava treba primijeniti neku od metoda korak po korak.
Ovdje je upotrijebljena izvedenica metode prediktor–
korektor (engl. predictor–corrector). Ukratko, zamisao
metode je sljedec´a: na temelju poznatih vrijednosti na
pocˇetku koraka (a u nekim inacˇicama i iz prethodnih ko-
raka) i odredene ekstrapolacijske funkcije izracˇunava se
vrijednost na kraju koraka (pretpostavka/prediktor). Po-
tom se s pomoc´u te vrijednosti i prve, druge ili neke visˇe
(ovisno o diferencijalnoj jednadzˇbi) derivacije ekstrapo-














u˙p,i(t2) = u˙i(t1)+ u¨i∆t,





sˇto daje priblizˇne vrijednosti brzine u˙p,i(t2) i pomaka
up,i(t2) na kraju prediktora. U izrazima (17) i (18) u˙i(t1)
i ui(t1) su pocˇetni uvjeti, a u¨i(t) = u¨i(t1) = u¨i ubrzanje







ki, jδi, j(t1)+ ci, j ˙δni, j(t1)
]
ni, j(t1)+g, (19)
gdje je ki(t1) broj susjeda kugle i. Tijekom vremenskog
koraka ∆t = t2− t1 ubrzanje u¨i se ne mijenja.
Postupak je podrobno prikazan u algoritmu 3. u kojem
indeksi (i) i (i+1) odgovaraju vremenima t1 i t2.
4.2 Neuravnotezˇeno ubrzanje na kraju prediktora
Pretpostavka o konstantnom ubrzanju tocˇna je samo kada
izmedu kugli nema medudjelovanja, primjerice tijekom
slobodnog pada, sˇto se u modelu sadrzˇaja silosa dogada
vrlo rijetko. Sudari su medu kuglama ucˇestali, cˇak i u
kratkim vremenskim intervalima, tako da je pretpostavka
Algoritam 3. Prediktor
1: predictor (nw,g,∆t,n(i),m(i), fx(i), fy(i), fz(i), x˙(i), y˙(i), z˙(i),
x(i),y(i),z(i)) → [x¨(i), y¨(i), z¨(i), x˙(i+1), y˙(i+1), z˙(i+1),
x(i+1),y(i+1),z(i+1)]
2: for k← nw +1 to n(i) do {kugle u gibanju}
3: x¨k(i) ← fxk(i)/mk(i); y¨k(i) ← fyk(i)/mk(i);
z¨k(i) ← fzk(i)/mk(i) +g {ubrzanje u t1: (19)}
4: x˙k(i+1) ← x˙k(i) + x¨k(i)∆t; y˙k(i+1) ← y˙k(i) + y¨k(i)∆t;
z˙k(i+1) ← z˙k(i) + z¨k(i)∆t {brzina u t2: 1. jed. u (18)}
5: xk(i+1) ← xk(i) + x˙k(i)∆t + x¨k(i)∆t2/2;
yk(i+1) ← yk(i) + y˙k(i)∆t + y¨k(i)∆t2/2;
zk(i+1) ← zk(i) + z˙k(i)∆t + z¨k(i)∆t2/2
{pomak u t2: 2. jed. u (18)}
6: end for
o konstantnom ubrzanju nedvojbeno pogresˇna. U tre-
nutku prvog udara, unaprijed nepoznatog, funkcije kru-
tosti i viskoznosti su prema nasˇem linearnom modelu
medudjelovanja singularne, pa isto vrijedi i za funkcije
brzine i pomaka. Iz uvjeta ravnotezˇe (2) zbog mi = const.
slijedi da je i funkcija ubrzanja singularna i u slucˇaju ve-
likog broja medudjelovanja vrlo oscilirajuc´a. Stoga bi
pretpostavka o promjenjivoj (nekonstantnoj), ali pretje-
rano glatkoj funkciji ubrzanja slabo pridonijela tocˇnosti;
sˇtovisˇe, vjerojatno bi dovela do vec´e pogresˇke ili nesta-
bilnosti, a svakako bi produljila trajanje proracˇuna.
No, sigurno je u¨i(t) = const., sˇto zapravo znacˇi da neka
medudjelovanja nisu uzeta u obzir, pa su (18) tek pri-
blizˇne vrijednosti iz kojih slijede i priblizˇne vrijednosti
relativne brzine ˙δ
n
i, j(t2), razmaka medu kuglama δi, j(t2) i
smjera njihove spojnice ni, j(t2). Zbog toga ne postoji su-
glasje izmedu prediktorske pretpostavke (19) na pocˇetku i













sada je broj susjednih kugli ki(t2). Na kraju intervala pos-
toji, prema tome, neuravnotezˇeno ubrzanje
∆u¨i(t2) = u¨i(t2)− u¨i. (21)
Iz svega recˇenog nedvojbeno slijedi da je vrlo tesˇko odre-
diti dobro priblizˇenje funkciji ubrzanja kugle, tako da se
mozˇe ocˇekivati prilicˇno velika vrijednost (21). Ocˇito je
da popravak (korektor) prediktorskog ubrzanja mozˇe biti
odlucˇan za stabilnost proracˇuna i uporabu vec´ih vremen-
skih koraka.
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4.3 Korektor
Buduc´i da raspolazˇemo vrijednostima ubrzanja i rezidu-
ala na kraju vremenskog koraka, mozˇemo pretpostaviti
linearnu promjenu ubrzanja unutar njega:
u¨i(t) = u¨i +
∆u¨i(t2)
∆t t, (22)
sˇto nakon integracije (17) uz uvazˇavanje (22) daje po-
pravljenu vrijednost brzine i pomaka (18) na kraju vre-
menskog odsjecˇka:
















Izrazi (23) su pocˇetni uvjeti za sljedec´i vremenski od-
sjecˇak (novi prediktor). Opisani je postupak prikazan na
slici 3.
Slika 3. Putanje kugle po metodi prediktor–korektor s
konstantnim prediktorskim i linearnim korektor-
skim ubrzanjem
Prema posljednjim jednadzˇbama, izrazi (18) mogu se
shvatiti kao pocˇetni uvjeti za korektorski i, kao sˇto
c´emo vidjeti u iduc´em poglavlju, za rekorektorski dio
proracˇuna.
4.4 Visˇestruki korektor: implicitna inacˇica metode
prediktor–korektor
Ako putanju kugle unutar vremenskog koraka opisuje
vrlo oscilirajuc´a funkcija (isprekidano na slici 3.), mozˇe





pri cˇemu je εu¨ odabrani kriterij. Linearni popravak
mozˇe tada biti vrlo
”
grub”, tako da postaje nuzˇnim
smanjiti duljinu vremenskog koraka ili upotrijebiti visˇe-
struki korektor (rekorektor) do zadovoljenja zadanog kri-
terija. Potonje je zapravo implicitno prosˇirenje metode








































Broj je popravaka oznacˇen s ( j) i ( j +1). Ako se korek-
tor izvede samo jednom ( j = 0) govorimo o eksplicitnom
obliku metode prediktor–korektor.
Spomenimo da za probleme u kojima je ∆u¨max  εu¨ neki
autori preporucˇuju uporabu drugih metoda, poput me-
tode Runge–Kutta ili, u novije vrijeme, metode Bulirsch–
Stoer. Medutim, analize i dokazi ucˇinkovitosti i tocˇnosti
tih metoda mahom su ogranicˇeni na primjene za
”
glatke”
probleme, te je preporuka upitna za visokofrekventne
funkcije s brojnim singularitetima.
4.5 Kriteriji prekida
4.5.1 Kriterij prekida korektora
Iz prethodnog se poglavlja mozˇe naslutiti da je dobar kri-
terij za prekid ponavljanja korektora:




gdje je εu¨ odabrani postotak pu¨ od g. Nije, medutim,
nuzˇno postavljati stroge kriterije za prekid rekorektora.
Drugim rijecˇima, ne treba trazˇiti preciznu trenutnu rav-
notezˇu sustava i trosˇiti proracˇunsko vrijeme unutar sva-
kog prirasta vremena — zbog intenzivnog se gibanja sus-
tava sile i polozˇaji medu kuglama znacˇajno mijenjaju vec´
u sljedec´em vremenskom odsjecˇku. Ipak, nekoliko itera-
cija mozˇe znacˇajno smanjiti neuravnotezˇena opterec´enja
na kugle i omoguc´iti povec´anje vremenskog koraka.
4.5.2 Kriteriji prekida proracˇuna: lokalna i globalna
ravnotezˇa
Uvedena su josˇ dva kriterija za prekid cijelog pos-
tupka proracˇuna u stadijima punjenja i udara materijalom.
Prvo, kontrolirana je ravnotezˇa pojedine kugle, odnosno
odredena je najvec´a neuravnotezˇena sila u korektorskoj
fazi:






∣∣∣∣∣< ε f , (27)
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gdje je kriterij ε f odreden kao postotak p f tezˇine najma-
nje kugle.
Drugo, kontrolirana je ravnotezˇa cˇitavog modela
sadrzˇaja, odnosno izracˇunana je ukupna neuravnotezˇena
sila, u fazi korektora, tako da f ( j)tot (t2) < ε ft (t2) gdje je,
f ( j)tot (t2) =
√√√√n(t2)∑
i=n f








f ( j)zi (t2), (28)
ukupni rezidual modela, a n f = nw +1 prva kugla u giba-
nju. Kriterij ε ft (t2) odreden je kao postotak p ft trenutne
tezˇine gmtot(t2) slozˇaja:




Treba napomenuti da zadovoljenje kriterija ravnotezˇe ci-
jelog sustava ne znacˇi i dovoljno uravnotezˇenje pojedine
kugle, dok je obrat, naravno, tocˇan. Zbog toga se unu-
tar modela slozˇaja mozˇe pojaviti pogresˇno rastavljanje
silaˆ medudjelovanja. Primjerice, ako se nekoliko ku-
gli velikog sustava giba zrakom, globalna je ravnotezˇa
sustava zadovoljena, iako su reziduali tih kugli preveliki
(|u¨i(t)| ≥ g). Opisani je slucˇaj dakako bezazlen jer je
masa nekoliko kugli zanemariva u odnosu na masu sus-
tava, ali ovakva se
”
gruba” ravnotezˇa mozˇe pojaviti neg-
dje unutar modela sadrzˇaja i sprijecˇiti pojavu unutrasˇnjih
lavina koje opet mogu znacˇajno povec´ati opterec´enja na
stijenku.
U nasˇem je radu odabrano pu¨ = 0,1, p f = 0,1 i p ft =
0,01, sˇto je mozˇda nedovoljno, ali strozˇi bi kriteriji pro-
duljili trajanje proracˇuna, posebice blizu polozˇaja staticˇke
ravnotezˇe kada su brzine, a time i utjecaj prigusˇenja, vrlo
mali.
Algoritam korektorske faze proracˇuna s kriterijima ko-
nvergencije i moguc´nosˇc´u ponavljanja prikazan je pse-
udokoˆdom 4.
4.6 Algoritam metode prediktor–korektor
Sada se mozˇe prikazati cjeloviti algoritam metode
prediktor–korektor primijenjene na rjesˇavanje sustava (2)
sa zadanim pocˇetnim i rubnim uvjetima. (Spomenimo
da su kugle koje su zatvarale lijevak silosa na pocˇetku
prazˇnjenja postale pokretne i zajedno s kuglama koje
su prazˇnjenjem napustile silos ponovno upotrijebljene za
njegovo punjenje.) Naglo zatvaranje lijevka simulirano
je trenutnim zaustavljanjem kugli koje su se u trenutku
zatvaranja nasˇle u ravnini otvora i njihovim pretvaranjem
u rubne kugle. (Opisani postupci trazˇe neke operacije za-
mjene markica i indeksa kugli.) Algoritam je prikazan
pseudokoˆdom 5.
Algoritam 4. Korektor s kriterijima konvergencije






z(i), x¨(i), y¨(i), z¨(i),
x˙(i+1), y˙(i+1), z˙(i+1),x(i+1),y(i+1),z(i+1), p ft )




















2: mt(i) ← 0; f ( j)m(i+1) ← 0;
f ( j)
x(i+1) ← 0; f
( j)





m(i+1) ← 0; ∆u¨
( j)
m(i+1) ← 0 {ponisˇtavanje}
3: for k← nw +1 to n(i) do {kugle u gibanju}











zk(i+1)/mk(i) +g {ubrzanje u t2: 1. jed. u (25)}







∆z¨( j)(i+1) ← z¨
( j)
(i+1)− z¨k(i) {rezidual u t2: 2. jed. u (25)}
6: x˙( j+1)k(i+1) ← x˙k(i+1) +∆x¨
( j)
k(i+1)∆t/2;





k(i+1) ← z˙k(i+1) +∆z¨
( j)
k(i+1)∆t/2;
{(re)korigirana brzina u t2: 3. jed. u (25)}


































































zk(i+1) {ukupni rezidual: (28)}
12: mt(i) ← mt(i) +mk(i) {ukupna masa: (29)}
13: end for







z(i+1) {ukupni rezidual: (28)}
15: ε ft (i) ← p ft mt(i)g {kriterij reziduala: (29)}
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